LAHENDUSED 12.KLASS

1. Vastus: x =y =2V3vdix =y =—-2V3
Lahendus:
Teisendame vorrandisiisteemi:

{ x2+y2=xy+12
x3y + 4xy — 12x? = 48

{ x?—2xy+y%=—xy+12
xy(x?+4)—12(x*+4) =0

{(x—y)2 =—xy+12
(x2+4)(xy—12)=0

Vaatame teist vorrandit: (x? + 4)(xy — 12) = 0. Teame, et korrutis vordub 0-ga parajasti siis
kui iiks teguritest vordub 0-ga. Samas x% + 4 # 0 iga x € R korral, seega jérelikult
xy—12=0.

Vaatame esimest vorrandit: (x — y)? = —xy + 12 = 0. Seegax —y = 0 ehk x = y.
Niitid teame, et xy — 12 = 0 jax = y, millest x = +2v/3

Vastus. x =y = 23 vdix =y = —2v3

Hindamine.

Esimese vorrandi teisendamine kujule (x —y)? = —xy + 12 2p
Teise vorrand teisendamine kujule (x% + 4)(xy —12) =0 1p
Mairkamine, et teises vOrrandis peab iiks teguritest vorduma 0-ga 1p
Jareldatud, et xy — 12 =0 1p
Jareldatud, et x = y 1p
Leitud dige vastus 1p

p

Ainult dige vastuse eest anda 2p.



2. Vastus: 1525104.

Lahendus:

Niitame, et jadad a4, as, as, ... ja a,, a4, ag, ... on molemad aritmeetilised jadad vahega 1,5.

Selleks toestame induksiooniga, et iga naturaalarvulise n korral a,,,, — a, = 1,5
Baas: Kuin = 1, siisa; —a; = 1,5 — 0 = 1,5. Tingimus on tdidetud.
Niiiid eeldame, et n = k korral on tingimus tiidetud, ehk
Arsz —ap = 1,5
Ja toestame, et sel juhul tingimus on tdidetud ka n = k + 1 korral.
Kuin =k + 1. Siis
Ape+3 = Ags1 = iz T A1 — A — A1 = Az — A = 1,5

Seega induksiooni pohjal on iga naturaalarvulise n korral a,,,, — a,, = 1,5 ehk jadad
a, as, ds, ... ja a,, ay, dg, ... on tdepoolest aritmeetilised jadad vahega 1,5.

. e 7 - . 2017+1 .. . . .
Leiame niiid jada a4, a3, as, ... esimese — = 1009 liikme summa aritmeetilise jada

summa valemist:

1008 -1009 - 1.5

1009 = 0 + > = 762804

2017-1

Leiame jada a,, a,, ag, ... €Simese = 1008 liikme summa:

1007 - 1008 - 1.5

1008 * 1 + > = 762300

Seega algse rea esimese 2017 liikkme summa on 762804 + 762300 = 1525104

Hindamine:

Mirgatud, et jadad aq, as, as, ... ja a,, a4, ag, ... ON aritmeetilised jadad vahega 1.5
Tdestatud, et jadad a4, as, as, ... ja a,, ay, a,, ... On aritmeetilised jadad vahega 1.5
Leitud jada a4, a3, as, ... esimese 1009 liikkme summa:

Leitud jada a,, a,, a, ... esimese 1008 liikme summa:

Leitud 16ppvastus:

1p
3p
1p
1p
1p

p



3. Vastus: X=3,y=3
Lahendus:
2* +1=1y?
2*=y2—-1
2=y -DO+1
Jarelikult 2% : (y — 1) ning 2* : (y + 1). Mérkame, et y # 1, sest 2* > 0.

Seega, eksisteerivad sellised arvud m jan, et 2™ = (y — 1) ning 2" = (y + 1), kusjuures m <
nningm,n € Z*. Siis

2=2M=y+1-y+1=2
2mERrm—-1) =2
ning
n=m+ 1.

Saame 2™(2 —1) = 2,seega 2™ = 2, millestm=1ningn=1+1=2.

Siis {y “1=2 et y=3

y+1=4"
Seega
2*=9-1
ning
X=3.
Hindamine:
Vorduse 2* = (y — 1)(y + 1) koostamine 1p
Maérkamine, et 2* : (y —1) ning 2* : (y + 1) 1p

Mirkamine, et eksisteerivad sellised arvud m, ne Z*, et

2 =(y—1)ning2" = (y+ 1) 1p
n ja m vaartuste leidmine 2p
X ja 'y véaartuste leidmine 2p

p



(4

4. Vastus: siny = i, tana = —:II:Z , B =180°—a —v.
-c

A T

STES

Lahendus:
Olgu =A =a, =B = B, =C =y, siison AB =,
AC =bt, BC =at, kus t > 0.

~AOB = 2 - - ACB (samale kaarele toetuvad
kesknurk ja piirdenurk).

OF on kolmnurga AOB korgus, ning kuna kolmnurk
AOB on vordhaarne, siis OF on ka nurgapoolitaja,
ehk = AOF = y

c
.. . AF Py
AAOF: - AOF = y,siissiny = — = % =—,

AO 2R
Nurk C on méératud.
BD on kolmnurga ABC korgus.
ABDC: siny = % millest BD = at - siny
o .
cosy = —, millest CD = at - cosy
2 \aR2-c2
AAOF: cosy = O—F, OF = |[R2—-< = —C,
R 4 2
. V4R2—-c2

millest cosy = :

2R

+/ 2_,2
Seega CD = at - 22—
2R
BD t-si Z.
at-siny 2R

AABD: tana = — = = .

AD V4RZ—c2 av4R2—c2

bt—at R 1 b R

Nurk A on méératud.
Kuna nurgad « ja y on méératud, siis

B =180°—a—y.



Hindamine:

PShjendamine, et = AOF = y
siny avaldamine R ja ¢ kaudu
cosy avaldamine R ja ¢ kaudu
tana avaldamine R ja ¢ kaudu

B avaldamine

1p
1p
1p
3p

1p
p



5. Vastus: véidab Kristjan.

Lahendus:

Teine méngija saab alati vota nii palju miinte kotist, et tema ja eelmise kdiguga voetud
miintide arv oleks kokku kas 18, 20 voi 22:

Kui esimene méngija votab 7 miinti, siis teine votab 11 vai 13
Kui esimene méngija votab 11 miinti, siis teine votab 7 voi 11
Kui esimene méngija votab 13 miinti, siis teine votab 7.

Juhul, kui esimene méangija votab 7 voi 13 miinti, siis teine saab alati vota vastavalt 13 ja 7
miinti, et kokku oleks 20.

Kui esimene méngija votab 11, siis teine saab alati vota 7 voi 11, et summa oleks kas 18 voi
22.

Samas, kui esimene méngija votab 11 mitu korda, siis teine méingija saab vaheldumisi vota 7
ja 11, et summa oleks vaheldumisi 18 ja 22.

See tekitab olukorda, kus teine méngija saab alati hoida véljavoetud miintide arvu kas
20k voi (20k + 2).

Kui kasutada seda strateegiat, siis 10ppuks jaab kas 17, 19 voi 15 miinti ehk 2.méngija ei saa
voita seda strateegiat kasutades.

Siit vdime jdreldada, et kui Kristjan alustab méngu ja votab esimesena édra 13 miinti, jéttes
kotis 2004 miinti ja kasutab edaspidi iilal kirjeldatud strateegiat, siis tema ka vdidab, kuna
16pus jadb kas 2, 4 voi 6 miinti, mis on vihem kui 7.

Hindamine:

Markimine, et kui esimene mangija votab 7 v&i 13 miinti, siis teisel on alati véimalik
vOta nii palju miinte, et koos eelneva kdiguga oleks kokku 20 1p

Nditamine, et 11 puhul saab véta nii palju minte, et kokku oleks kas 18 voi 22 1p

Naditamine, et sellisel juhul vadljavdoetud miintide arv peale teise mangija kdiku
on alati kas 20k v&i (20k + 2) 3p

Selgitamine, et voidu jaoks on vaja Kristjanil esimese kdiguga vota 13 miinti
ja mangida Ulevaltoodud strateegia jargi 2p

7p

Ainult dige vastus — Op.



